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درس اوّل: مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایرهدرس اوّل: مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایره

دایره مجموعه نقاطی از صفحه است که فاصلة آن ها از یک نقطة ثابت برابر با مقدار ثابتی می باشد 
که به آن نقطة ثابت، مرکز و به آن مقدار ثابت، شعاع گفته می شود.

وضعیت یک نقطه نسبت به دایره را براساس فاصلة بین آن نقطه و مرکز دایره، به صورت زیر دسته بندی می کنیم:

              
 OA r= پ. A روی دایره اگر     OA r< ب. A درون دایره اگر     OA r> الف. A بیرون دایره اگر 

اوضاع نسبی خط و دایره

اوضاع نسبی یک خط و یک دایره عبارت اند از:

                                                                                                        
مشترک  نقطه  یک  در  تنها  دایره  و  خط  اگر  ب. 
بر دایره مماس است. این صورت خط                   باشند، در 

نداشته  مشترکی  نقطة  هیچ  دایره  و  خط  اگر  الف. 
است. دایره  بیرون  خط  صورت  این  در  باشند، 

   
مشترک  نقطه  دو  در  دایره  و  خط  اگر  پ. 
باشند، در این صورت خط و دایره متقاطع اند.

مثال  
C مفروض اند، جاهای خالی را با کلمة مناسب پرکنید. O R( , ) d و دایرة  خط 

. . . . . . . . . . . . . . . . نقطة اشتراک دارند، یعنی . . . . . . . . . . . . . . d از مرکز دایره کم تر از شعاع باشد، آن گاه خط و دایره . الف. اگر فاصلة خط 
. . . . . . . . . . . . . . . . نقطة اشتراک دارند، یعنی . . . . . . . . . . . . . . d از مرکز برابر با شعاع باشد، آن گاه خط و دایره . ب. اگر فاصلة خط 

. . . . . . . . . . . . . . . . یعنی . . . . . . . . . . . . . . d بزرگ تر از شعاع باشد، آن گاه خط و دایره نقطة اشتراک . پ. اگر فاصلة خط 

پاسخ: الف. 2، متقاطع اند.                  ب. 1، مماس اند.               پ. ندارند، خارج از هم اند.

تعاریف
1. شعاع دایره: پاره خطی است که مرکز دایره را به یک نقطه از محیط دایره وصل می کند و آن را با R نمایش می دهند.

 :AB 2. وتر دایره: پاره خطی است که دو نقطة متمایز از محیط دایره را به هم وصل می کند، مثل وتر

3. قطر دایره: وتری است که از مرکز دایره گذشته و بزرگ ترین وتر دایره است. 
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4. کمان: دو نقطة A و B را روی محیط دایره در نظر می گیریم. این دو نقطه محیط دایره را به دو 
بخش تقسیم می کنند که به هر یک از آن بخش ها، کمان یا قوس می گوییم.

 ·Iµ¨ ANB
                     ·Iµ¨ AMB

                 

توجه  هر قطر دایره، آن را به دو کمان مساوی تقسیم می کند که این کمان ها را نیم دایره می نامیم.
زاویة  را  باشند  دایره  آن، شعاع های  اضلاع  و  دایره  مرکز  آن،  رأس  که  زاویه ای  زاویة مرکزی:   .5

است. به آن  مقابل  اندازة کمان  با  برابر  زاویة مرکزی  اندازة هر  و  گویند  مرکزی 

  AOB AB
� �� � ��                                                                                                

توجه  اندازة کمان، همان اندازة زاویة مرکزی مقابل به آن کمان بوده و بر حسب درجه می باشد.
α دارند. ′′ اندازه های برابر  ′′A B

 ′ و  ′A B
  ، AB

 اندازة یک کمان را نباید با طول آن کمان اشتباه گرفت، مثلًا در شکل زیر، کمان های 

AB A B A B
� � �� � � � �� �� � �

AB A B A B
� � �� � � � �� �� اما کاملًا مشخص است که طول این کمان ها نابرابرند، یعنی: 

توجه داریم که هرگاه طول کمان و شعاع دایره برحسب سانتی متر باشند، اندازة کمان برحسب رادیان بیان می شود.

مثال  
AB را به دست آورید.  4cm باشد، آن گاه اندازة کمان  AB برابر  در دایرة مقابل، اگر طول کمان 

 AB AB x x·Iµ¨ â½pHkºH ·Iµ¨ Ï¼ö
½oÄHj ôÃd¶360 360

4
2 6 360

1
�

� �
�
�

�
�

�
�

� 33
360
3

120
� � �
� �

�
� �

�
x x پاسخ:  

قطاع:
به قسمتی از دایره، قطاع گفته می شود، مانند شکل مقابل: 

α باشد، مساحت قطاع به دو صورت به دست می آید: اگر زاویة مرکزی قطاع مساوی 

 
ÌIõ¤ 
½oÄHj 

ÌIõ¤
S

S
S R�

�
� �

�
�

� �
�

360 360
2

( ) α برحسب درجه باشد:  الف. 

ÌIõ¤ 
½oÄHj 

ÌIõ¤
S

S
S R R� � � � �

�
�

�
�

� �
2 2

1
2

2 2
( ) α برحسب رادیان باشد:  ب. 

مثال  
 ( / )� � 3 14 مساحت قطاع شکل مقابل چند سانتی متر مربع است؟ 

R=

120°

√3cm

 S R�
�
� �

�
�
� � � � � �( ) ( ) / ( ) / /

�
�

360
120
360

3 14 3 1
3

3 14 3 3 142 2 پاسخ: 
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قضیه
ثابت کنید در یک دایره، کمان های نظیر دو وتر مساوی، باهم برابرند و بالعکس.

اثبات:

  ÆoÎ:AB CD=              ´§e:AB CD
 =      

از نقطة O به نقاط C ،B ،A و D وصل می کنیم، داریم:

 
AB CD

OA OB OC OD R
OA B OCD O O

�
� � � �

�
�
�
� � � � � �

� �

( )Æ Æ Æ

Áq¨o¶ â¾Ä»Hp� �1 2 ���� �AB CD
� �

اثبات عکس قضیه:
ÆoÎ:AB CD

 =                ´§e:AB CD=

 AB CD O O

OA OB OC OD R

OAB OCD AB CD

� � � �� � �
� � � �

�
�
�

��
� � � �

� �1 2
( )Æ p Æ

مثال  
AB  را نصف می کند. AB و کمان  CD وتر  1. با توجه به شکل مقابل، ثابت کنید قطر 

 . OA OB R= = B وصل می کنیم، کاملًا مشخص است که:  A و  O به  پاسخ: از نقطة 
AH خواهد بود. BH= AB قرار دارد، بنابراین  O روی عمودمنصف  پس نقطة 

)عمودمنصف، مکان هندسی نقاطی است که از دو سر پاره خط به یک فاصله هستند.(

AH BH

OH

OA OB R

OAH OBH O O

�

� �

�

�
�

�
�
� � � �

� �
( )

( )

¥oTz¶
Æ Æ Æ

Áq¨o¶ â� �1 2
¾¾Ä»Hp� ����� �AD BD

� �

2. در شکل مقابل، اگر قطر CD وتر AB را نصف کند، ثابت کنید CD بر AB  عمود است 

و کمان AB را نصف می کند.

مثلث  در  می دانیم  و   ( )OA OB R= = است  متساوی الساقین   OAB مثلث  می کنیم،  وصل   B و   A به   O نقطة  از  پاسخ: 
CD است. AB⊥ OH و در نهایت  AB⊥ OH نقش ارتفاع را دارد، بنابراین  متساوی الساقین، میانة 

از طرفی میانه نقش نیم ساز را نیز دارد، یعنی: 

 O O AD BD
� � � �1 2� � ����� �Áq¨o¶ â¾Ä»Hp                                                              

زاویة محاطی

زاویه ای است که رأس آن روی محیط دایره و اضلاع آن دو وتر از دایره هستند.
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قضیه
ثابت کنید اندازة هر زاویة محاطی، برابر با نصف کمان روبه روی آن است.

اثبات:
برای اثبات این قضیه، 3 حالت در نظر می گیریم:

الف. یک ضلع زاویة محاطی، قطری از دایره باشد:

 
( )OAB O A B

OA OB R A B

O A A
O

�
� �

� � � �

�
�
�

��

� � � �Â]nIi â¾Ä»Hp � � �

� �

� � � �
1 1 2 11

2
1ÂÎoö pH: Áq¨o¶ â¾Ä»Hp( )O BC
� ��

�

�
��

�
�
�

� �A
BC� �

2
                    

ب. دو ضلع زاویة محاطی در دو طرف مرکز دایره قرار گیرند:

 
A

BD

A
DC

A A
BD DC

A
BC

� �

� �
� � � � � �1

2

1 2
2

2
2 2 2

�

�

�

�
�
�

�
�
�

� ��� � � � � ��( )          

پ. دو ضلع زاویة محاطی در یک طرف مرکز دایره قرار گیرند:
2

A

B

D

o

1

C

  
A

BD

A
DC

A A
BD DC

A
BC

� �

� �
� � � � � ��

�

�

�
�
�

�
�
�

� ��� � � � � ��2

2
2 2 2

1

1 2
( )                                               

زاویة	ظلی

زاویه ای است که رأس آن روی محیط دایره قرار دارد، یک ضلع آن وتری از دایره و ضلع 
. BAC
 دیگرش بر دایره مماس است، مانند:

قضیه
اندازة هر زاویة ظلی برابر با نصف کمان روبه روی  آن است.

اثبات:
برای اثبات این قضیه، دو حالت در نظر می گیریم:

الف. حالتی که زاویة ظلی حاده باشد: از نقطة A به مرکز دایره وصل کرده و امتداد می دهیم تا دایره را در نقطة D قطع کند.

DAB DAB
AD� � �

� � � �90 ( ).SwH j¼µø tIµ¶ ôi oM tIµU â¾õ£º nj ÌI÷{
22

ÂÎoö pH : DAB DAC CAB
AD DC

CAB CAB
AD DC AC� � � � � � � � � �

� � � � � � � � �
2 2 2 2 2

               

ب. حالتی که زاویة ظلی منفرجه باشد: دوباره از نقطة A به مرکز دایره وصل کرده و امتداد می دهیم تا دایره را در نقطة D قطع کند.

      CAB CAD DAB CAB
CD AD AC� � � � � � �

� � � � � �
2 2 2
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مثال 
DE چند درجه است؟

 BAC  باشد، کمان 
 � �60 1. در شکل مقابل، اگر 

A

B

E

D

o

C

2 1

            ( )Â±Ë â¾Ä»Hp BAC
AB

AB
� � �� �� � �� � �60

2
60 120 پاسخ:  

 

( )Áq¨o¶ â¾Ä»Hp

ÂÎoö pH :

»

O AB

O O

O DE

AB DE

� �

� �

� �

�
1

1 2

2

�

�

�

�

�
��

�
�
�

� ��� �� � �DE 120                                                            

A را به دست آورید. AC می باشد. زاویة  BC= AB بر نیم دایره مماس است و  2. در شکل مقابل، 

D وصل می کنیم، داریم: B به  پاسخ:  از نقطة 

  
AC BC B A

C B A

C A
� � �

� �

�
�
�

��
� �

 

  

 

1

1 1
1

1
2

( )

( )Â]nIi â¾Ä»Hp
                                                                                   

 
( )

( )

( )

Â±Ë â¾Ä»Hp

ÂöId¶ â¾Ä»Hp

B
BC

D
BC

D B

� �

� �
� �

1
1

12

2

�

�

�

�
�
�

�
�
�

� � �� �� �D A
� � از طرفی: 

 B D C A A A
     2 190 90 2 90 30� �� � � �� � � �� � � B2 مقابل به قطر نیم دایره است، بنابراین:  زاویة 

قضیه
ثابت کنید در هر دایره، کمان های محصور بین دو وتر موازی باهم برابرند.

اثبات:

 ÆoÎ : AB CD||                 ´§e:AC BD
 =      

از نقطة A به D وصل می کنیم، داریم:

A B

C D

1

1
  
AB CD

AD
A D

BD AC
BD AC

||

( )Jn¼¶ ôi
�
�
�
� � � � � �� � � � � �1 1

2 2
         

AC باشد، اما دو  BD
 = توجه  عکس مسئلة بالا درست نیست، یعنی ممکن است 

وتر موازی نباشند.
در ادامه به بررسی دو قضیة جالب و کاربردی در دایره می پردازیم که کمک بسیار شایانی 

در به دست آوردن زاویة بین وترها می کنند. 

قضیة 1
اندازة زاویه ای که از برخورد دو وتر در یک دایره ایجاد می شود، برابر نصف مجموع اندازة دو کمانی 

 � � �AC DB
 

2
از دایره است که به ضلع ها و امتداد ضلع های آن زاویه محدود می شود.              
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اثبات:
از نقطة A خطی به موازات وتر CD رسم کرده تا دایره را در نقطة F قطع کند،  داریم:

  
AF CD

AB
DMB FAM DMB FB

||

( )Jn¼¶ ôi 
ÂöId¶ â¾Ä»Hp�

�
�
� � � ���� �� � � �1

2
�� �
1
2

( )FD DB
� �  

ÂÎoö pH:AF CD AC FD DMB AC DB|| ( )� � � � � �� � � � ��
1
2

     

قضیة 2 
اندازة زاویه ای که از برخورد امتداد دو وتر از یک دایره پدید می آید، برابر با نصف قدرمطلق تفاضل 

 � � �
1
2

DE BC
  اندازة کمان هایی از آن دایره است که به ضلع های آن زاویه محدودند.         

اثبات:

Aاز نقطة C خطی موازی با وتر BD رسم کرده تا دایره را در نقطة F قطع کند،  داریم:

B C

D E

�

F

  
AD CF

AE
DAE FCE DAE FE

||

( )Jn¼¶ ôi 
ÂöId¶ â¾Ä»Hp�

�
�
� � � ���� �� � � �1

2
�� �1
2

( )DE DF
� �      

 ÂÎoöpH: BD CF DF BC DAE DE BC|| ( )� � � � �� � � � �1
2

            

دو حالت خاص
اگر یک یا هر دو وتر دایره در قضیة  2، به مماس تبدیل شوند، دو حالت خاص ایجاد می شود که عبارت اند از: 

��
� �

�
�BC AC

2
الف.         

اثبات:

از نقطة C به موازات وتر AB رسم کرده تا دایره را در نقطة D قطع کند، داریم:
A

B

C

� M

1
D   BMC C BMC

DC BC BD
BMC

BC AC� � � � � � � � �
� � � �

�
� �

�
1 2 2 2

              

A

B

C � MD   ��
� �

�
�ACB ADB

2
ب.                   

اثبات:

از نقطة M به C وصل می کنیم، طبق رابطة قسمت )الف( داریم:

  
M

AC AD

M
BC BD

M M
AC BC A

� � �

� � �
� � � �1

2

1 2
2

2

�
�

�
�

�

�
�
�

�
�
�

� ��� � �
� ��( ) ( ) ( DD BD

M
ACB ADB

� � � � ��
� �

�)

2 2
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تمصلن:های: متحانی

زاویة مربوط به قطاعی با مساحت 37/5 سانتی مترمربع از دایره به شعاع 0/5 دسی متر چه قدر است؟. 1

2 ..AB AC = خط xy در نقطة A بر دایره مماس است، وتر BC را موازی xy رسم کرده ایم. ثابت کنید: 

3 . AC OD|| CD، آن گاه نشان دهید که  DB = با توجه به شکل مقابل، اگر 

می باشد. )O مرکز دایره(

BD موازی اند. . 4 و   AC از دایره است و وترهای  AB قطری  در شکل مقابل، 

.AC BD= ثابت کنید: 

در شکل مقابل، مماس AC و وتر AB با یکدیگر مساوی اند. ثابت کنید مثلث . 5

ADC متساوی الساقین است.
A

B

C

D

o

در شکل مقابل، چهارضلعی ABCD متوازی الاضلاع است و نقاط C ،B و M روی . 6

.AM AB= یک خط راست قرار دارند. ثابت کنید: 

ثابت کنید اگر خطی دو دایرة هم مرکز را قطع کند، دو قطعه خطی که بین دو دایره محصور می شوند، برابرند.. 7

8 . .BM MC= AB، آن گاه نشان دهید:  AC= با توجه به شکل مقابل، اگر 

)O مرکز دایره است.(

A

BC
M

o

9 ..DE AB= EF، ثابت کنید:  BC= DF و  AC= Aدر شکل مقابل، اگر 

B

CF

E

D

ثابت کنید در هر دایره، وترهای مساوی از مرکز دایره به یک فاصله اند و بالعکس.. 10

ثابت کنید از دو وتر نابرابر، آن که بزرگ تر است به مرکز دایره نزدیک تر است و برعکس.. 11

ABC را به دست آورید.. 12 �56 است. اندازة زاویة  �در شکل مقابل، O مرکز دایره و زاویة A برابر 


