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f را رسم کرده و با استفاده از آن، حاصل هر یک از حدود زیر را تعیین کنید.. 5 x
x x

x x
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2 نمودار تابع 

‌)الف lim ( )f x
x→+

=
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‌)ب‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ lim ( )f x
x→−

=
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f محاسبه کنید.. 6 f مفروض است. حاصل عبارت زیر را در صورت وجود برای تابع  x
x
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تابع با ضابطه 

lim ( ) lim ( )f x f x
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2 x حد داشته باشد، ولی حد آن غیر از مقدار تابع در 3 باشد.. 7 = 3 نمودار تابعی را رسم کنید که در

نمودار تابعی را رسم کنید که حد چپ نداشته باشد ولی حد راست داشته باشد.. 8

→x وجود دارد؟ چرا؟. 9 − +( )1 f وقتی  x x( ) = −2 1 آیا حد تابع 

x حد ندارند؟. 10 کدام یک از توابع f و g که نمودارشان در زیر رسم شده است، در نقطة 0=

x

y

g

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

x

y

f

درس دوم: محاسبة حد توابعدرس دوم: محاسبة حد توابع

تاکنون‌برای‌محاسبة‌حد‌توابع،‌از‌جدول‌مقادیر‌‌xو‌‌yیا‌رسم‌نمودار‌آن‌ها‌استفاده‌کردیم.‌امّا‌از‌این‌به‌بعد‌می‌خواهیم‌با‌پذیرفتن‌قوانین‌محاسبة‌
حد‌توابع،‌این‌عملیّات‌را‌ساده‌تر‌انجام‌دهیم.

قوانین?محاسبة?حد?توابع

lim ( ) lim
x a x a

f x k k
→ →

= = ‌برابر‌با‌همان‌مقدار‌ثابت‌است.‌یعنی:‌ f x k k( ) ,( )= ∈ حد تابع ثابت:‌حد‌تابع‌های‌ثابت‌به‌صورت‌

مثالی 
، چقدر است؟ x → 3 f وقتی  x( ) = π حد تابع 

lim ( ) lim ( )
x x

f x
→ →

= =
3 3

π π پاسخ:  

lim ( ) lim ( )
x a x a

f x x a
→ →

= = ‌در‌هر‌نقطه‌ای‌برابر‌با‌همان‌نقطه‌است.‌یعنی:‌ f x x( ) = حد تابع همانی:‌حد‌تابع‌همانی‌به‌صورت‌کلی‌

‌حد‌معیّن‌داشته‌باشند،‌آن‌گاه‌حد‌مجموع‌یا‌تفاضل‌آن‌دو‌ a ‌هر‌دو‌در‌نقطه‌ای‌مانند‌ g ‌و‌ f حد مجموع و تفاضل دو تابع:‌اگر‌دو‌تابع‌
نیز‌در‌‌aموجود‌است‌و‌با‌مجموع‌یا‌تفاضل‌حدهایشان‌برابر‌است.‌یعنی:
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‌موجود‌ a ‌دارای‌حد‌معیّن‌باشند،‌آنگاه‌حد‌حاصل‌ضرب‌این‌دو‌تابع‌در‌ a حد حاصل ضرب دو تابع:‌اگر‌دو‌تابع‌‌fو‌‌gدر‌نقطه‌ای‌به‌طول‌
limو‌با‌حاصل‌ضرب‌حدهایشان‌برابر‌است.‌یعنی: ( )

lim ( )
lim ( ) ( ) lim ( )

x a
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x a x a

f x L
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f x g x f x
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→
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‌منتقل‌کرد‌و‌در‌آخر‌آن‌را‌در‌جواب‌حد،‌تأثیر‌داد‌ (lim) ‌را‌به‌قبل‌از‌نماد‌محاسبة‌حد‌ ( )c∈ حد ضریب ثابت:‌می‌توان‌ضریب‌ثابت‌

‌L1باشد،‌داریم: ‌برابر‌با‌ x a→ ‌وقتی‌ f x( ) )ضرب‌کرد(.‌یعنی‌اگر‌حد‌تابع‌
lim ( ) lim ( )
x a x a

cf x c f x cL
→ →

= = 1

مثالی 
x محاسبه کنید. → 5 f را وقتی  x x( ) = +2 3 حد تابع 

lim ( ) lim ( ) lim lim ( )
x x x x

f x x x
→ → → →

= + = +
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2 3 2 3 = + = × + =
→ →
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lim limx
x x

پاسخ:  

‌دارای‌توانی‌بیشتر‌از‌یک‌است،‌ x (‌را‌که‌در‌آن‌متغیّر‌ x a→ ‌)وقتی‌ f تعمیم حد حاصل ضرب:‌فرض‌کنید‌می‌خواهیم‌حد‌تابعی‌مانند‌

و...‌.‌در‌واقع‌طبق‌حد‌حاصل‌ضرب‌توابع‌می‌توانیم‌به‌صورت‌زیر‌عمل‌کنیم: lim ( )
x

f x x
→

=
2

3 حساب‌کنیم؛‌مانند‌

lim ( ) lim lim lim lim
x x x x x
f x x x x x

→ → → → →
= = × × = × × =
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‌ x a→ ‌وقتی‌ lim ( )f x به‌منظور‌سهولت‌در‌عملیّات‌می‌توانیم‌از‌قانون‌تعمیم‌حد‌حاصل‌ضرب‌برای‌متغیّرهای‌توان‌دار‌استفاده‌کنیم،‌یعنی‌اگر‌

‌Lباشد،‌آن‌گاه: برابر‌با‌
lim ( )
x a

n nf x L
→

( ) =

حد توابع چند جمله ای:‌قبلًا‌با‌چند‌جمله‌ای‌ها‌آشنا‌شدیم.‌شکل‌کلی‌یک‌چند‌جمله‌ای‌به‌صورت‌زیر‌است:

p x a x a x a x an
n

n
n( ) = + + + +−
−

1
1

1 0

‌ ={ , , , , }01 2 3  مجموعة‌ عضو‌ ‌ n یعنی‌ حسابی‌اند.‌ اعدادی‌ متغیّرها،‌ توان‌های‌ و‌ حقیقی‌اند‌ اعدادی‌ ‌ a a a an , , , , 2 1 0 آن‌ در‌ که‌
توابع(‌را‌آسان‌می‌کند. )و‌سایر‌ توابع‌چند‌جمله‌ای‌ بیان‌می‌کنیم‌که‌محاسبة‌حد‌ را‌ نکته‌ای‌ می‌باشد.‌حال‌

lim ( ) ( )
x a

p x p a
→

= a برابر است، یعنی:� a با مقدار تابع در  نکلهی حد یک تابع چند جمله ای در نقطه ای مانند 
مثالی 

، الف. با استفاده از قوانین محاسبة حد و مرحله به مرحله ب. با استفاده از قضیه حد  x f را وقتی 1→ x x x( ) = + −5 3 112 حد تابع 

چندجمله ای ها محاسبه کنید.

lim lim lim lim
x x x x

x x x x
→ → → →

+ − = + −
1
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5 3 11 5 3 )طبق قانون مجموع و تفاضل حدها(11 پاسخ:  الف. 

 = + −
→ → →

5 3 11
1
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lim lim lim
x x x

x x )طبق قانون حد ضریب ثابت(

= + −51 31 112( ) ( ) )طبق قانون حد تابع همانی و حد تابع ثابت و حد حاصلضرب(  

 ⇒ = + − = −
→
lim ( )
x

f x
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lim ( ) lim ( ) ( )
x x

f x x x
→ →

= + − = + − = −
1 1

25 3 11 51 31 11 3 ب. 
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محاسبة?حد?توابع?گویا

Q x
P x
P x

( )
( )
( )

= 1

2
از‌تقسیم‌دو‌تابع‌چند‌جمله‌ای‌بر‌یکدیگر‌توابع‌گویا،‌پدید‌می‌آیند،‌یعنی:‌

برای‌محاسبة‌حد‌توابع‌گویا،‌نیازمندیم‌که‌قانون‌دیگری‌را‌به‌قوانین‌محاسبة‌حد‌توابع‌به‌صورت‌زیر‌اضافه‌کنیم:

‌L2باشد،‌آن‌گاه: ‌L1و‌ ،‌به‌ترتیب‌برابر‌با‌ x a→ قانون تقسیم حدها:‌اگر‌حد‌دو‌تابع‌‌fو‌‌gوقتی‌

lim ( )
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lim ( )
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L
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)واضح‌است‌حد‌تابعی‌که‌در‌مخرج‌قرار‌می‌گیرد‌نباید‌صفر‌باشد،‌زیرا‌تقسیم‌بر‌صفر‌تعریف‌نشده‌است(.

مثالی 
، محاسبه کنید. x g را وقتی 1→ x

f x
f x
g x

( )
( )
, ( )
( )

g باشند، حد توابع گویای  x x( ) = + 5 f و  x x( ) = −2 3 اگر 
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= − پاسخ:  
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) 0
0 محاسبة?حد?توابع?گویا?وقتی?حد?صورت?و?مخرج?هر?دو?صفر?شوند?)حالت?حدی?

‌از‌دو‌روش‌جبری‌و‌نموداری‌بدست‌آوریم: x → ‌را‌وقتی‌3 g x x( ) = + 3 ‌و‌ f x x
x

( ) = −
−

2 9
3
برای‌فهم‌بهتر‌مطلب‌ابتدا‌بهتر‌است‌حد‌دو‌تابع‌
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‌دارای‌حدهای‌مساوی‌هستند.‌حال‌به‌بررسی‌حد‌این‌دو‌ x = 3 همانطور‌که‌دیده‌می‌شود‌با‌آنکه‌دو‌تابع‌‌fو‌‌gمساوی‌نیستند‌)چرا؟(،‌امّا‌در‌
‌از‌روی‌نمودارشان‌توجّه‌کنید: x = 3 تابع‌در‌نقطة‌

x

y

2 3

2
3

1

1

4

5
6

f

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

x

y

2 3

2
3

1

1

4

5
6

g

‌را‌ f ‌نمودار‌ x = 3 ‌نیست.‌پس‌در‌نقطة‌ f ‌جزء‌دامنة‌تابع‌ x = 3 همانطور‌که‌می‌بینید‌تفاوت‌نمودارهای‌دو‌تابع‌‌fو‌‌gدر‌آن‌است‌که‌

(‌وجود‌دارد‌و‌آن‌را‌توپرُ‌در‌نظر‌گرفته‌ایم.‌همانطور‌که‌قبلًا‌گفتیم،‌حد‌تابع‌در‌ ( , )3 6 ‌)نقطة‌ g توخالی‌رسم‌کرده‌ایم،‌امّا‌این‌نقطه‌در‌نمودار‌
‌دارای‌حدی‌برابر‌با‌‌6هستند. x = 3 ‌ندارد‌و‌هر‌دو‌تابع‌در‌ a ‌هیچ‌ربطی‌به‌مقدار‌تابع‌در‌ a



ریاضی ]2[ پایه یازدهم | علوم تجربی150
 لصف

لصحفیح وحدح :6
 

)
0
0

روش?های?محاسبة?حد?توابع?کسری )حالت 

1. حذف عامل  صفر شونده به کمک اتحادهای جبری یا تقسیم چند جمله ای بر چند جمله ای

‌به‌ p x( ) ‌باشد،‌حتماً‌باید‌در‌تجزیة‌عبارت‌ p x( ) ‌ریشة‌معادلة‌0= x a= ‌را‌صفر‌کند،‌‌یعنی‌ p x( ) ،‌عبارت‌ x a= از‌قبل‌می‌دانیم‌وقتی‌

‌Qنیز‌صادق‌است.‌یعنی‌وقتی‌ x
p x
p x

( )
( )
( )

= 1

2
‌وجود‌داشته‌باشد.‌حال‌این‌مطلب‌برای‌تابع‌گویای‌ x a− عوامل‌اوّل‌جبری،‌عامل‌یا‌فاکتور‌

‌باشند.‌پس‌باید‌ ( )x a− ‌باید‌دارای‌عامل‌ p x2( ) ‌و‌ p x1( ) ‌تبدیل‌شود،‌حتماً‌هر‌دو‌چند‌جمله‌ای‌
0
0
‌Qبه‌صورت‌ x( ) ‌و‌حد‌تابع‌ x a→

‌را‌تجزیه‌کرده‌و‌عامل‌صفر‌شونده‌را‌حذف‌کنیم‌و‌سپس‌ p2 ‌و‌ p1 ‌، ( )x a− ‌بر‌عامل‌ p2 ‌و‌ p1 به‌کمک‌اتحادها،‌فاکتورگیری‌و‌یا‌با‌تقسیم‌

به‌کمک‌قضایای‌موجود‌به‌محاسبه‌حد‌بپردازیم.

مثالی 
حاصل حدهای زیر را )در صورت وجود( بدست آورید.

lim )الف
x

x x
x→

−
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2
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lim )ب                                       
x

x
x→

−
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3 8
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‌)پ                                        lim
x

x x
x→
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=

−
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=
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2
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16

4 4 4
4 16

16 16
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پاسخ:  

x را از صورت و مخرج حذف کنیم، سپس  −4 x ریشة صورت و مخرج کسر است، لذا باید عامل  = 4 همانطور که دیده می شود 

حاصل حد را محاسبه کنیم.

lim lim
( )

( ) ( )
lim

x x x

x x
x

x x
x x

x
x→ → →

−

−
=

−
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=
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4
16

4
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4
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1
2

x را با فاکتورگیری حذف کردیم( −4 )عامل 

lim )ب lim
( ) ( )

x x

x
x

x x x
x→ →

−
−

= =
− + +

−
=

2

3

2

28
2

0
0

2 2 4
2

12 x را با تجزیه حذف کردیم( −2 )عامل 

lim )پ
x

x x
x x→

− +

− +
=

1

3

2
2 2
4 3

0
0

) در مخرج استفاده کنیم، امّا در صورت کسر استفاده از اتحادهای  )x −1 می توانیم از اتحادجمله مشترک برای نمایان کردن عامل 

جبری آسان نیست. پس بهتر است از تقسیم کمک بگیریم.
x x

x x

x x

x x
x
x

x

x x
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+ −
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+ −

⇒ − + = − + −x x x x x3 23 2 1 2( )( )

lim lim
( ) ( )
( ) ( )

lim
x x x

x x
x x

x x x
x x

x
→ → →
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− +
=

− + −

− −
=

1
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2 1

2

1

3 2
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1 2
1 3

22 2
3

0
2

0+ −
−

=
−

=
x

x

2. استفاده از تکنیک ضرب در مزدوج )گویا کردن( در حدهای رادیکالی

گاهی‌اوقات،‌در‌حالت‌حدی‌‌00با‌توابع‌رادیکالی‌سروکار‌پیدا‌می‌کنیم.‌در‌این‌حالت‌برای‌نمایان‌کردن‌عامل‌صفر‌شونده‌باید‌از‌اتحاد‌مزدوج‌
)یا‌اتحادهای‌مناسب‌دیگر(‌استفاده‌کنیم‌تا‌رادیکال‌از‌بین‌برود.‌به‌مثال‌صفحه‌بعد‌توجّه‌کنید.




